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Resumo

Este presente trabalho tem como objetivo estudar uma técnica geométrica que pode
ser utilizada para a soma de quadrados. Passaremos por defini¢goes importantes dentro da
Teoria dos Numeros como por exemplo as defini¢oes dos conjuntos de nimeros naturais e
inteiros, de divisibilidade, de niimeros primos e de congruéncia moédulo n, chegando, por
fim, no Teorema de Minkowski, matemético alemao que iniciou a ideia da Geometria dos

Numeros; resultado que sera utilizado para o estudo de tal técnica.

Palavras-chave: Numeros Naturais, Ntimeros Inteiros, Divisibilidade, Nimeros Primos,

Congruéncia, Reticulado, Minkowski, Soma de Quadrados.
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Introducao

A Teoria dos Numeros pode ser considerada uma das mais antigas dreas da Matema-
tica e, dentro dessa, existem algumas outras subareas, como por exemplo a Aritmética, a
Teoria Analitica dos Numeros, a Teoria Algébrica dos Numeros e também Teoria Geomé-
trica dos Niimeros, criada pelo matematico alemao Hermann Minkowski.

A Teoria dos Numeros desperta grande interesse para diversos pesquisadores e tam-
bém para alunos de graduacao, uma vez que através de seus problemas e de seu carater
intrigante nos tras a motivacao na busca de padroes e generalizacoes. Um exemplo é o
problema relacionado a soma de quadrados, sera que existe algum padrao ou ainda algum
resultado que nos remeta a escrita de determinados ntimeros como soma de quadrados?
Seja esse numero inteiro ou, ainda mais restrito, um ntmero primo, buscar o conheci-
mento sobre algum resultado dentro da Teoria dos Ntimeros ou em uma de suas subéreas
torna-se uma tarefa bastante interessante.

Neste contexto algumas técnicas geométricas surgem como ferramentas que podem ser
utilizadas para o estudo de soma de quadrados, é o caso do Teorema de Minkowski, que

nos permitirda provar teoremas que garantem que

Todo primo p da forma 4k + 1 € soma de dois quadrados, mais ainda, que todo primo p é
soma de quatro quadrados e ainda que todo inteiro nao negativo também pode ser

escrito como soma de quatro quadrados,

resultados interessantissimos que a partir deste teorema podem ser demonstrados.

No primeiro capitulo deste trabalho apresentaremos alguns conceitos iniciais da Te-
oria dos Numeros que sao necesséarios nas construgoes subsequentes, comecando com os
ntmeros naturais N, com sua defini¢ao axiomatica, definindo os niimeros inteiros Z e a di-
visibilidade. Sera apresentado um pouco sobre o conjunto dos nimeros primos, passando
pelo Teorema Fundamental da Aritmética, pelo Crivo de Erastétenes e pela infinidade

dos mesmos, por fim, dentro dos conceitos iniciais, falaremos sobre congruéncia moédulo
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n, uma relacao que vird a exercer papel fundamental nas demonstragoes de soma de qua-
drados.

No capitulo 2 a grande motivacao é o Teorema de Minkowski. Comecaremos contando
um pouco sobre tal matematico e de sua importancia e influéncia dentro da matemaética
e da fisica, na sequéncia sera definido o reticulado e posteriormente o Teorema de Min-
kowski. Por fim, no ultimo capitulo, retornaremos as aplicagoes citadas anteriormente e,
fazendo uso do Teorema, buscaremos validar cada um dos trés resultados.

Existem vérias outras técnicas para o estudo de soma de quadrados, contudo, este

trabalho limitar-se ao Teorema de Minkowski e aplicacoes.



Capitulo 1

Conceitos Iniciais

Neste primeiro capitulo serao apresentados alguns conceitos sobre o conjunto dos nu-
meros inteiros, divisibilidade, ntimeros primos e também congruéncias médulo n. Essas
ideias serao essenciais para o desenvolvimento do trabalho e das aplicagoes apresentadas

no capitulo 3.

1.1 Os Numeros Inteiros

Primeiramente, vale destacar um subconjunto dos ntmeros inteiros, o conjunto dos

ntmeros naturais
N=1(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, ...)
o conjunto dos niimeros naturais pode ser caracterizado pelos axiomas de Peano:

1. Existe uma fungao injetiva S : N — N onde a imagem S(n) de cada nimero natural
n chama-se sucessor de n; ou seja, todo nimero natural tem um sucessor, que ainda

é¢ um namero natural; nimeros diferentes tém sucessores diferentes.

2. Existe um tnico natural 1 € N tal que 1 # S(n) para todo n € N; ou seja, existe

um unico nimero natural 1 que ao é sucessor de nenhum outro.

3. Se um conjunto X C N étal que 1 € Ne S(X) C X (isto é, n € N= S(n) € X)
entao X = N; ou seja, temos o que chamamos de Principio da Indugao Finita:
Seja P(n) uma propriedade sobre um nimero natural n maior ou igual a um ntimero

natural ng fixado. Se pudermos provar que valem as condigoes
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Condigao 1: P(ng) é verdadeira; ou seja, vale a propriedade para ny;
Condigdo 2: E verdadeira a implicacdo P(n) — P(n + 1) para todo n > ng
entao, podemos afirmar que a propriedade P(n) é verdadeira para todo n > ny.

n(n—i—l)‘

Exemplo 1.1.1. Demonstre que, para todon € N*142+34+4+...4n = 5

n(n+1)

P(n) : 14243+ 44 . dn=——

1-2
Seja n > 1 tal que P(n) é verdade (hipdtese de indugao)

14+4243+...+(n+1)=1+243+...4n)+(n+1)=
~n(n+1) Cn?4+3n+2 (n+1)(n+2) (m+1)((n+1)+1)
==  th+Dh= 2 - 2 - 2

Logo, P(n+ 1) é verdade e, pelo Principio da Indugao Finita, P(n) é verdade para

todo n diferente de zero.

Em N, sao definidas duas operagoes:

(Soma) +:Nx N — N
(m,n) — m+n
(Multiplicagao) - : Nx N — N
(m,n) — m-n
para todo m,n € N e, considerando o conjunto N* o conjunto N retirando o zero, temos

também, as seguintes propriedades:
1. (Boa defini¢do) Para todo a,b,a’,t/ € Ncoma=d eb=V = a+b=d +1;
2. (Comutatividade) Para todo a,b € Nja+b=b+aea-b=10-a;
3. (Associatividade) Para todo a, b, c € N, (a+b)+c = a+(b+c)e(a-b)-c = azedot(b-c);

4. (Existéncia do elemento neutro) 30,1 € N tais que para todo a € Na+0 = a e

a-1=a;
5. (Distributiva) Para todo a,b,c € Nya-(b+c¢)=a-b+a-¢
6. (Soma e adigao sao fechadas) Para todo a,b € Nja+beNea-beN;

7. (Tricotomia) Dados a,b € N, uma, e somente uma, das seguintes possibilidades é

verificada
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o a=b;
e dJce N*,b=a+c, ouseja, a < b;

e Jce N* a=0b+c, ouseja, b < a.

Nos ntimeros naturais vale também os seguintes principios:

1. (Principio da Boa Ordenacao) Todo subconjunto nao vazio do conjunto dos ntimeros
naturais possui um menor elemento; ou seja, dado um subconjunto P de N, nao

vazio, val existir um elemento p € P tal que p < a, para todo a € P.

Exemplo 1.1.2. No conjunto [7,1) o menor elemento ¢ o 7.

2. (Principio da Casa dos Pombos Continuo) O chamado principio da casa dos pombos
afirma que, se temos wn + 1 pombos e n casinhas, entao existird uma casinha que
possuira pelo menos w + 1 pombos. Além disso, é notério que se em todas as
casas houvessem, no maximo, w pombos, entao o nimero de pombos nao poderia

ultrapassar wn.

Porém, sejam a e b nmeros naturais temos que a operagao b — a apenas ¢é definida
quando b > a e, para que seja sempre definida essa operacao, a solugao encontrada foi

ampliar o conjunto dos nimeros naturais e, assim, criar um novo conjunto
Z=(.,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...)
chamado de Conjunto dos Numeros Inteiros. Em HEFEZ (2009), no conjunto Z

Os numeros a esquerda do zero sao chamados de nimeros negativos e os a
direita sao chamados de nimeros positivos. Os pares de ntimeros 1 e —1, 2 e
—2, 3 e —3 etc, sao chamados de numeros simétricos. O elemento 0, que nao
€ nem positivo, nem negativo, é o seu proprio simétrico.

Em Z temos uma relacao de ordem que estende a relacao de ordem de N,
onde declaramos a < b quando a se encontra a esquerda de b. Esta relacao
continua transitiva e total (i.e., satisfazendo a tricotomia). Os intervalos em
Z sao definidos de modo analogo aos intervalos de N.

Representamos por —a o dimétrico de a, seja ele positivo, negativo ou nulo,

temos sempre que
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—(—a)=a

Temos também, em 7Z, as operacoes de adicao e multiplicacao tais como foram definidas

no conjunto dos niimeros naturais.

1.2 Divisibilidade

Para quaisquer d, a € Z, dizemos que d ¢ um divisor de a ou a ¢ um multiplo de d ou

ainda que d divide a e representamos por
dla

se existir um néimero inteiro ¢ com a = cd. Caso acontega o contrario, escrevemos d fa.
Exemplo 1.2.1. Seguem exemplos de ntimeros que sao divisiveis, ou nao:

1. —7|14

2. 14 -7

3. 1]100

4. 2/48

5. 21 /3

6. 0 fn, para todon € Z

Vale destacar nesse momento algumas propriedades importantes da divisibilidade. Se-
jam a,b, c,d € Z, temos:
1. ("d divide") Se d|a e d|b, entao d|ax + by para qualquer combinagao linear ax + by

de a e b com coeficientes x,y € Z.
2. (Limitagao) Se d|a, entdo a = 0 ou |d| < |al.
3. (Transitividade) Se a|b e b|c, entao alc.

Demonstracao 1.2.1. (1) Se d|a e d|b, entdo podemos escrever a = dg; e b = dgy com
(1,92 € Z, logo ax + by = d(q1x + q2y). Como q1x + quy € Z, temos d|ax + by.

(2) Suponha d|a e a # 0. Neste caso, a = dg com g # 0, assim |q| > 1 e |a| = |d||q| > |d].
(3) Se alb e blc, entdo existem q1,q2 € 7Z tais que b = aq; e ¢ = bgs, logo ¢ = aqiqs €

portanto alc. [
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Uma das propriedades mais importantes dos ntimeros inteiros é o algoritmo da divisao;

ou seja, a possibilidade de dividir um ntmero por outro com resto pequeno.
Lema 1.2.1. Dados a,b € Z,a > 0e b > 0, existem q e r tais que a =bqg+1r e <r <b.

Demonstragao 1.2.2. Seja o conjunto S = {a — (bx) :x € Zea— (bx) >0}. Sex =0
entdo a — (bx) = a > 0. Como al0 e a € S temos que S # ). Pelo Principio da Boa
Ordem existe 7 = minS. Como r € S;r = a — (bg) > 0, para algum ¢ € Z Temos que

mostrar que 7 < b. Se r > b terfamos
a—b-(¢g+1)=a-b-qg—b=(a—(b-q))—b=r—0>0
Logo,a—b-(g+1) € S. Masa—b-(¢g+1) =r—0b<r=minS, que é um absurdo.

Assim, r < b. [

Teorema 1.2.2 (Divisao Euclidiana). Para quaisquer inteiros a e b inteiros, com b # 0,
existe um tnico par (q,r) de inteiros tais que a =b-q+r onde 0 < r < |b|. Os nimeros

q er sao chamados, respectivamente, de quociente e resto da divisao de a por b.

Demonstracgao 1.2.3. Separando em casos:
Caso 1: b > 0.
Quando a > 0 o Lema 1.2.1 garante a ocorréncia do Teorema.

Quando a < 0 podemos determinar, pelo Lema 1.2.1, ¢; e 7, tais que
la|=b-q + 71,0 <r; <b.
Se r; = 0 temos
—lal =a="b-(=q)+0,
logo, ¢ = —q1 e r = 0 satisfazem as condigoes do Teorema. Se r > 0, temos

a=—la|=b-(—q1) =1 =b-(—q1) —b+b—r1=b-(—q1 — 1)+ (b—ry).

Como 0 < b—1ry < bentao g = —q; e r = b — rq, satisfazem as condi¢oes do Teorema.

Caso 2: b < 0.
Qualquer que seja a podemos determinar ¢; e r; tais que

a:|b|-q1+7‘1§7“1<\b|.

Se b > 0 entdo |b| = —b. Dessa forma,
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a:|b|'C_I1+7’1Z(—b)'ql+7’1=b-(—q1)+r1.

Entao ¢ = —¢; e r = ry satisfazem as condi¢oes do Teorema.

Agora, provando a unicidade, de fato gb+r = a = ¢;b+r,. Suponha que r; > r, dessa
forma

(g—q)-b=r—r.

Como |b| > ry temos 1, — r < |b|. Por outro lado,

(¢—aq)=m—r<[b=0<l|g—ql-[b] <0

Como |b| > 0 temos que 0 < |¢ — ¢1] < 1. Entre 0 e 1 ndo h& nimeros inteiros, logo,
lg—al=0=q=q

Assim,

qg-b+r=q-b+r=r=ry.
]

Exemplo 1.2.2. a =b-q+ 7,0 <7 < |b|

1.10=3-3+1
2.11=3-3+2
3.12=3-4+0
4. 13=3-4+1

5. 14=3-4+2

8. —T=2-(—4)+1

Quando r = 0, diremos que o b é divisivel por a, ou que a é um divisor de b e a defini¢ao
que segue é extremamente importante em varios campos da matematica e também em

construcoes futuras nesse trabalho.

Defini¢ao 1.2.1 (Maximo Divisor Comum). Se uq, us, ..., 4, $a0 nimeros naturais nao
todos nulos, entao os elementos do conjunto D(u1) N D(uz) N ... N D(u,) sdo os divisores
comuns de uq, us, ..., u,. Em particular

mde(uy, ug, ..., up) = max(D(uy) N D(ug) N...N D(uy)),

onde max(D(ui)ND(ug)N...ND(u,)) denta o maior elemento de D(uy)ND(uz)N...ND(uy);

ou seja, o maior divisor comum de wuy, Usg, ..., Uy,.



1.3. NUMEROS PRIMOS 11

1.3 Numeros primos

O conjunto dos nimeros primos é uma reuniao de ntmeros especiais que desempe-
nham papel fundamental em diversas teorias mateméticas, veremos nessa se¢ao o que sao
nimeros primos, uma maneira pratica de verificar a primalidade de um nimero, a sua

infinidade e o Teorema Fundamental da Aritmética.

Definicao 1.3.1. Um numero inteiro nao negativo, diferente de 0 e de 1, que é multiplo

apenas de 1 e de si proprio é chamado de nimero primo.

Definicao 1.3.2. Um ndmero inteiro nao negativo e diferente de 0 e 1 que nao é primo

é chamado de nidmero composto.

Teorema 1.3.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n > 2 um nimero natural.

Podemos escrever n de uma unica forma como um produto
n=pi .. -Pm
onde m > 1 é um natural e p; < ... < p,, SGO Primos.
Segue a demonstracao apresentada na referéncia 11 deste trabalho:

Demonstracao 1.3.1. O autor mostrou a existéncia da fatoracao de n em primos por
indugao. S e n é primo ndo ha o que provar (escrevemos m = 1,p; = n). Se n é composto
podemos escrever n = ab,a,b € N;1 < a <n,1 < b < n. Por hipétese de indugao,a e b
de decompoem como produto de primos. Juntando as fatoragoes de a e b (e reordenando
os fatores) obtemos uma fatoragao de n. Mostrando agora a unicidade. Suponha por

absurdo que n possui duas fatoracoes diferentes

N=P1 e D =1 e G

comp; < ... <P, @1 < ... < @ € que n éminimo com tal propriedade. Como pq|q-... ¢

temos p;|g; para algum valor de i pelo seguinte corolério:

Corolario 1.3.2. Seja p um nimero primo e sejam ay, ..., a, € Z.Seplay - ... - a,, entdo

pla; para algum i,1 <i <m.

Logo, como ¢; é primo, p; = ¢; € p1 > ¢;. Analogamente temos ¢; < p;, donde p; = ¢;.

Mas
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n/pL=p2c . Dm=0q2" . Gy

admite uma tnica fatoracao, pela minimalidade de n, donde m = m’ e p; = ¢; para todo

1, o que contradiz o fato de n ter duas fatoracoes. [

Exemplo 1.3.1. Os nimeros 2,3,5,7,53 sao primos, enquanto os nameros 4, 10, 40, 52
sao compostos, pois sao multiplos de 2. Geralmente, todos os niimeros pares, exceto o 2

sao compostos, uma vez que sao multiplos de 2.

Neste sentido, os nimeros 0 e 1 nao se encaixam em nenhuma das duas defini¢oes
anteriores, assim, nao sao primos e nem compostos, classificagdo que vale aos demais
inteiros nao negativos.

Um método bastante antigo para definir a primalidade de um ntmero é o Crivo de
Erastotenes (matematico grego 276 a.C. - 194 a.C.). A palavra crivo significa peneira e
o método consiste em peneirar os nimeros naturais (ou inteiros nao negativos) em um
intervalo fechado, comeg¢ando no primeiro niimero primo, 2, até um nimero n, incluindo
ambos, retirando deste intervalo os niimeros que nao sao primos; ou seja, retirando os

nimeros compostos.

Lema 1.3.3 (Crivo de Erastotenes). Se um nidmero natural a > 1 € composto, entdo ele
¢ maltiplo de algum primo p tal que p* < a. FEquivalentemente, é primo todo nimero a

que nao € miltiplo de nenhum nimero primo p tal que p* < a.

O livro de Abramo Hefez, Iniciacdo a Aritmética (2009), apresenta a seguinte prova

para o lema anterior:

De fato, se a é composto e p é o menor nimero primo do qual a é miltiplo,
entao a = p-b, onde p e b sao menores do que a. De todo modo, sendo b primo
ou composto, ele serd multiplo de um ntmero primo ¢g. Como a é multiplo de
b e b é multiplo de ¢, temos que a também é miltiplo de ¢ e sendo p o menor

primo do qual a é multiplo, temos p < q. Logo, p* <p-q < a.

Exemplo 1.3.2. Para mostrar que o namero 385(= 5 -7 - 11) é composto, precisamos
testar se o mesmo ¢ multiplo de algum dos primos p = 2,3,5,7,11,13 ou 19, ji que o

proéximo primo 23 é tal que 232 = 529 > 385.

Outra questao relativa aos niimeros primos que é interessante ressaltar é a sua infini-

dade.
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Teorema 1.3.4 (Euclides). Existem infinitos primos.

Sera apresentada uma demonstragao baseada no que foi atribuido a Euclides (século

III a.C.), uma ideia com mais de 2000 anos e que ainda é base para muitas outras provas.

Demonstragao 1.3.2. Suponha por absurdo que py, ps, ..., p, fossem todos primos. O
namero A = pyps...pm + 1 > 1 nao seria divisivel por nenhum primo p;, o que contradiz o

Teorema Fundamental da Aritmética. [

1.4 Congruéncia médulo n

Definicao 1.4.1. Seja dado um namero inteiro n > 1. Dois ntimeros inteiros a e b
sao congruentes modulo n se a e b possuirem o mesmo resto quando divididos por n.

Simbolizaremos por
a =0b (mod n).

Se a e b nao forem congruentes moédulo n representaremos por
a #Z b (mod n).

Segue algumas propriedades das congruéncias e suas demonstragoes, presentes na re-

feréncia 11 deste trabalho.
Proposicao 1.4.1. Para quaisquer a,b,c,d,n € Z temos:
1. (Reflezividade) a = a (mod n);
2. (Simetria) se a = b (mod n), entio b = a (mod n);
3. (Transitividade) se a =b (mod n) e b= c (mod n), entdo a = ¢ (mod n);

4. (Compatibilidade com a soma e diferenca) Podemos somar e subtrair "membro a

membro”:

a = b(modn) a+ c=b+ d(modn)
=
¢ = d(modn) a—c=b—d(modn)

Em particular, se a = b (mod n), entio ka = kb (mod n) para todo k € Z;

5. (Compatibilidade com o produto) Podemos multiplicar "membro a membro”:
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b(mod
(modn) = ac = bd(modn)

d(modn)

a

c
Em particular, se a = b (mod n), entao a* = b* (mod n) para todo k € N;

6. (Cancelamento) Se mdc(c,n) =1 entdo
ac = be (mod n) < a=b (mod n).

Demonstragao 1.4.1. Para o item (1) basta observar que n|la—a = 0. Em (2), se nla—b,
entdo n|—(a—b) < nlb—a. Em (3), se nla—b e n|b—c, entdo n|(a—b)+ (b—c) < nla—-c.
Em (4) e (5), se nla — b e n|c — d, entdo n|(a —b) + (¢ — d) < nl(a+ ¢) — (b + d),
n|(a—b) — (c—d) < n|(a—c)— (b—d) en|(a —b)c+ (¢ — d)b < n|ac — bd. Finalmente,
como mdc(c,n) = 1 temos que nlac — be < n|(a — b)c < nla — b pela proposigao a seguir.

[
Proposicao 1.4.2. Se mdc(a,b) =1 e albe, entao alc.

Demonstragao 1.4.2. Como mdc(a,b) = 1, existem x,y € Z tais que axr + by = 1 =

a-cx+ (be) -y = c. Do fato de a dividir cada termo do lado esquerdo, temos que alc. [
Exemplo 1.4.1. Congruéncias modulo n:

1. 10 =7 (mod 3), pois os restos da divisao de 10 e de 7 por 3 sdo iguais a 1;

2. 12 =17 (mod 5), pois os restos da divisao de 12 e de 17 por 5 sdo iguais a 2;

3. 1 =11 (mod 10), pois os restos da divisao de 1 e de 11 por 10 séo iguais a 1;

4. 27 # 15 (mod 4), pois os restos da divisao de 27 por 4 é 3 e o da divisao de 15 por

4 éigual a 1;

Uma maneira mais pratica de verificar a congruéncia sem necessariamente efetuar a

divisao é o seguinte resultado:
Proposicao 1.4.3. Tem-se que a = b (mod n) se e somente se n divide b — a.
Demonstragao 1.4.3. Pelo algoritimo da divisao, temos que

a=mnq +reb=ng +ry
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onde 0 <7r; <me0<ry<m. Supondo que r; < ry, podemos escrever
b—a=n(qg—q)+r—r.

Logo, n divide b — a se, e somente se, n divide ro — 1. Pelo fato de 0 < ro — 11 < n, segue

que n divide b — a se e somente se 7 — r; = 0, ou seja, se e somente se 1o =ry. [



Capitulo 2

Teorema de Minkowski

2.1 Histoéria

Hermann Minkowski (1864 —1909) foi um matematico alemao

que inicialmente estudou as formas quadricas, que sao polino-

mios quadraticos homogéneos de n variaveis. Um de seus colegas
de graduacao foi o também matematico alemao David Hilbert
(1862 — 1943) que, em seu registro de morte, deixou a seguinte

mensagern

Seit meiner Studienzeit war mir Minkowski der
beste und zuverlassigste Freund, der an mir hing mit
der ganzen ihm eigenen Tiefe und Treue. Unsere Wis-
senschaft, die uns das liebste war, hatte uns zusam-
mengefiihrt; sie erschien uns wie ein blithender Garten. Gern suchten wir dort
auch verborgene Pfade auf und entdeckten manche neue, uns schon diinkende
Aussicht, und wenn der eine dem andern sie zeigte und wir sie gemeinsam
bewunderten, war unsere Freude vollkommen. Er war mir ein Geschenk des
Himmels, wie es nur selten jemand zuteil wird, und ich muss dankbar sein,
dass ich es so lange besaf. Jdh hat ihn der Tod von unserer Seite gerissen.
Was uns aber der Tod nicht nehmen kann, das ist sein edles Bild in unserem

Herzen und das Bewusstsein, dass sein Geist in uns fortwirkt.

que traduzida ao portugés diz: "Desde minha época de estudante Minkowski foi meu

melhor e mais confiavel amigo que me apoiou com toda a profundidade e lealdade que era

16
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tao caracteristica dele. Nossa ciéncia, que ele amava acima de tudo, nos uniu, e que nos
parecia um jardim cheio de flores. Nele, nos divertimos procurando caminhos escondidos
e descobrimos muitas vezes uma nova perspectiva que recorria ao nosso senso de beleza,
e quando um de nés mostrava para o outro e nos maravilhavamos sobre isso juntos, nossa
alegria era completa. Ele foi para mim um dom raro dos céus e eu devo ser grato por ter
possuido esse dom por tanto tempo. Agora, a morte, de repente, rasgou-o do nosso meio.
No entanto, o que a morte nao pode levar ¢ a sua imagem nobre em nossos coragoes, além
dos conhecimentos que seu espirito, dentro de nés, continua ser ativo."

Outra curiosidade sobre a vida de Minkowski é que ele foi professor universitario
bastante influente na carreira do fisico teérico Albert Einstein (1879 —1955) e que também
se interessou pela teoria da relatividade, vindo a formular o Espaco de Minkowski, que
é a configuracao matemaética na qual a teoria da relatividade restrita de Einstein é mais
comumente formulada.

A Geometria dos Nimeros também é uma criagao deste matematico.

2.2 Reticulados e Elemento de Area

Nesta segao definiremos o que é um reticulado e o elemento de area associado ao

mesmo, além de exemplos.

Definicao 2.2.1. Um reticulado no R™ é um conjunto A C R"™ gerado por todas as

combinagoes Z-lineares de n vetores linearmente independentes, isto é,
A =Zwy +wy + ... + Zw, = {oqw; + agwy + ... + awy,; o € Z}

para alguma base w = wq, w, ..., w, de R™.; ou seja, dada uma base w do R™ o reticulado
associado a essa base ¢ o conjunto dos pontos obtidos pelas combinacoes lineares de

coeficientes inteiros dos vetores w; € w.
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Exemplo 2.2.1. Se 5, = (1,0), (0, 1) entao o reticulado A; associado é dado por:

Ay ={(z,y) € R%z,y € Z} = 77

Exemplo 2.2.2. Se #» = (1, 1), (1, 1) entdo o reticulado A, associado é dado por:

Ay ={z(3,1) +y(1,3) e Ry z,y € Z}

Definigao 2.2.2. Seja A um reticulado no R™, definiremos o volume deste como vol(A) =

|det(wq,ws, ..., w,)|. chamado de paralelogramo fundamental associado & base wy, wo, ..., Wy,.
No R?, este vol(A) serd chamado de elemento de drea do reticulado e seu calculo perma-

necera associado ao valor do determinante da matriz que possui como linhas os elementos

da base.
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Exemplo 2.2.3. Seja a base § = (a,b), (¢, d), entdo, o elemento de area do reticulado A

associado é dado por:

O calculo do vol(A) pode ser entendido como uma generaliza¢ao do produto misto.

Definicao 2.2.3. Dados os vetores wy, weews € R3, definiremos o produto misto como o
nimero real dado por wy e (wy X w3). Onde o representa o produto interno ou escalar e x

é o produto vetorial. Seja wy = (x1, Y1, 21), ws = (T2, Yo, 22) € w3 = (73, Ys3,3 ), temos que:
I Yy 2
wy @ (w2 X w3) = | T2 Y2 22
T3 Ys z3

O que se deve pelo fato de que:

wy @ (wy X w3) = (1, Y1,21) ® (Y223 — Y322, —T223 + T322, TaYs — Ty2) =
1 Y1 A
T1Y2%3 — T1Y322 — TaY123 + T3Y122 + ToYs21 — T3le21 = | Ty Yo 2o
r3 Yz =3
O significado do vol(A) é ainda mais interessante quando pensamos na interpretagao
geométrica do produto misto pois, podemos pensar no mesmo sendo igual ao médulo do

volume de um paralelepipedo de arestas determinadas pelos vetores wi, ws € ws.
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Definicao 2.2.4. Dado um reticulado A C R", escrevemos
a=0b(mod A) < a—-be A (a,beR")

O que define uma relagao de equivaléncia de R™ e um conjunto dos representantes do

quociente R" /A é dado justamente pelo paralelogramo fundamental.

2.3 Teorema de Minkovski

Em 1889, o matematico alemao Hermann Minkowski provou o teorema que leva seu
sobrenome, o que é o marco da formulagao de um ramo da Teoria dos Numeros, a Geo-
metria dos Ntimeros.

Antes do Teorema de Minkowski, vamos a algumas defini¢des que se fazem importan-
tes nesse momento. As seguintes defini¢oes sobre conjunto mensuraveis sao apresentadas
no sentido de Camille Jordan (1838 - 1922), matemaético francés com trabalhos conhecidos

nas areas de teoria dos grupos e de analise.

Definicao 2.3.1. Chama-se retangulo n-dimensional, n-retangulo ou simplesmente re-
tangulo qualquer subconjunto de R™ que se possa representar sob a forma de um produto
cartesiano de n intervalos fechados e limitados. Dados dois pontos, a = (ay, as, ..., a,), b =
(b1,bg,...,b,) € R" que verifiquem —oo < a; < b; < 4+00,7 = 1,2,...,n, indica-se por

E(a,b) o retangulo
E(a,b) ={(x1, 29, ...;x,) ER" 1 a; < x; < bj,i =1,2,....,n}

Um 1-retangulo é um intervalo limitado e fechado. Um 2-retdngulo é um retangulo
no sentido comum do termo, isto é, a sua fronteira é um poligono de quatro lados pa-
ralelos dois a dois e lados adjacentes que formam angulos retos. Um 3-retangulo é um

paralelipipedo retangulo, e assim por diante.
Definicao 2.3.2. Dois n-retangulos, F,, E5 C R", sao nao sobrepostos se
int(Ey) Nint(Ey) = 0.

Definigao 2.3.3 (Conjunto mensuravel). Um conjunto A C R™ diz-se mensurdvel no
sentido de Jordan se para cada € > 0 existirem familias de retangulos nao sobrepostos,

{E,,i=1,2,3,....k},{E;,i=1,2,3,..,m} tais que
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k m T
U_i E; cAcC UL, Es

Definigao 2.3.4 (Conjunto convexo). Um conjunto C' é dito convexo se dados dois pontos
quaisquer do conjunto, o segmento de reta entre esses dois pontos estiver em C', ou seja,

para quaisquer z1, 23 € C' e um escalar a € [0, 1],
ar;+ (1 —a)zy € C.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Minkowski). Seja A C R"™ um reticulado e V- C R™ é um

subconjunto mensurdvel tal que
1. 'V e simétrico com relagao a origem (i.e. veV — —v eV);
2.V € convexo;
3. vol(V') > 2"vol(A).

Entao existe um ponto em V N A diferente da origem.

Geometricamente temos o seguinte exemplos, onde o subconjunto convexo V' é a parte

representada em azul e o vol(A) é a parte laranja.
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Demonstracao 2.3.1. Seja P o paralelogramo fundamental determinado por uma base
wy, Wa, ..., w, do reticulado A e seja %V = {§|U € V}, onde V um subconjunto mensuravel.

Considerando o quociente %V/ A, podemos particionar %V em uma quantidade enume-
ravel de subconjuntos mensuraveis U; de maneira a existir 7; do reticulado A com 7; + U;
dentro do paralelogramo fundamental P.

[lustrando o que foi descrito acima, temos na seguinte imagem um reticulado genérico e
em vermelho a borda de um subconjunto mensuravel que pode ser dividido em retangulos
(um representante U; é o retangulo pequeno desenhado) de maneira que, dado um ponto

7; no reticulado, transladando esse A, temos U; de maneira que 7; + Uy € vol(A)

b

Como
vol(%v) = anUOZ(V> > 2Ln - 2"vol(A) = vol(A) = vol(P),

pelo principio da casa dos pombos existem ¢ # j tais que (7; + %Ul) N (1 + %U ;) € diferente
do vazio, isto é, existem dois pontos distintos v e w € V tais que

%E%(mod/l)<:>§—%’zv_2wE/lcomv—w;é().

Mas *5* também pertence ao subconjunto mensurével V', pois, como V' & simétrico

em relagao a origem, w € V = —w € V e, como V é convexo v,—w € V = 5* € V.

v—

5— # 0 e pertence ao reticulado A e também ao subconjunto mensuravel V.

Portanto,

[]




Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo serao apresentadas algumas aplicacoes do Teorema de Minkowski rela-

tivas a algumas técnicas geométricas para o estudo de soma de quadrados.

3.1 Soma de Quadrados

O livro Teoria dos Numeros: um passeio com primos e outros niumeros familiares
pelo mundo inteiro (referéncia [11]) apresenta os seguintes resultados que caracterizam

nimeros primos através de soma de quadrados.
Teorema 3.1.1. Todo primo p da forma 4k + 1 € soma de dois quadrados.

Demonstragao 3.1.1. Temos que existe um inteiro = tal que z> = —1 (mod p) pois

(54) = (=1)»"Y72 = 1. Considere o reticulado em R’
A= {(a,b) € Z*|a = bx (mod p)}.

Temos que o volume de A é p (fixado b, a é determinado modulo p, logo A contém
um em cada p pontos de Z?). Portanto, pelo Teorema de Minkowski, existe um ponto
(a,b) # (0,0) em A que pertence ao circulo com centro na origem e cujo raio é \/3p/2

pois a area deste circulo é 3pm/2 > 22p = 22vol(A). Assim, 0 < a® + b* < 3p/2 e
a?+0* =0*(x* + 1) (mod p) <= a* + b* =0 (mod p)

Ou seja, a? + b? = p.

23
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Outro resultado importante nos diz que todo niimero primo pode ser escrito como

soma de quatro quadrados.

Lema 3.1.2. Para todo primo existem inteiros a,b tais que a®> +b*+1 = mk, para algum

kelZ.

De fato, seja m um numero primo p e considere s conjuntos

1
A={ala=0,1,2,..., I’T}
1
B={-0-1b=0,1,2, .., pT}

Desta forma, nenhum elemento de A € congruo a outro elemento de A, valendo o mesmo
para o conjunto B. Entao, pelo principio da casa dos pombos, como |A|+ |B|=p+1 e

50 existem p classes em Z, temos ue um elemento de A € congruo a um de B.
Teorema 3.1.3. Todo primo p € soma de quatro quadrados.

Demonstracao 3.1.2. Pelo lema anterior, temos que existem inteiros u, v tais que u? +

v?> +1 =0 (mod p). Considere o reticulado em R* dado por
A:={(a,b,c,d) € Za = cu+ dv (mod p) e b = cv — du (mod p)}

Temos que A tem volume p? (fixados c e d, a e b ficam determinados modulo p, logo A

contém uma a cada p? pontos em Z*). A esfera de raio r em R* tem volume m2r/2.

Tomando r = +/19p/10, como 7(22)2/2 > 2*vol(A) = 16p® pelo Teorema de Minkowski

existe um ponto (a,b,c,d) € A tal que 0 < a® + b* + ¢® + d* < 19p/10 < 2p. Porém

A+ +E+d*= (A +d)(u?+ 02+ 1) (mod p)
—a?+ b+ +d =0 (mod p)

Logo a? + b* + 2 + d* = p.
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3.2 Teorema de Lagrange da Soma de Quadrados

Teorema 3.2.1. Todo inteiro m nao negativo pode ser escrito como a soma de quatro

quadrados.

Demonstragao 3.2.1. Dividiremos em dois casos, m impar ou par.

Se m é impar:

Pelo Lema 3.1.2, encontramos a,b € Z tais que a® + b* + 1 = mk para algum k € Z.

Montaremos entao o seguinte reticulado:

¢
X =mx +az + bw

Y =my+bz—aw

A= Y 7x7yaz€Z

7 =z

W=w

\

Que tem elemento de area A = m?.

Vamos tentar obter no reticulado A um ponto p = (X,Y,Z, W) tal que X? + Y? +
Z? 4+ W? = m usando Minkowski. Primeiro calculamos X? + Y2 + Z2 + W? e obtemos:

m(ma? + my? — 2azy — 2ayw + 2bxy + 2byz) + (a® + b + 1) (w? + y?),

logo, X2 + Y2 + Z2 + W? = mk para algum k& € Z. Podemos buscar um ponto do
reticulado tal que X2 +Y?2+ Z2 +W? < 2m, encontrarfamos entdo um ponto que satisfaz
X2+ Y24 724+ W? <m. Note que X2 +Y? 4 Z%2 + W? < 2m define uma esfera em R*
de raio v/2m, seu volume, que é calculado através de um processo que envolve integrais e
que nao foi abordado neste trabalho, é dado por:

1 1
V= §7r27“4 = §7T2(2m)4

Por Minkowski precisamos que V > 2*A = 24m?, que ¢ uma informacao valida. Logo
existe um ponto inteiro na "casca'sa esfera 4D de raio y/m. Se m é par basta observar

que m = 2m’, entao se
m =X24+Y?+224+W?com X,Y,Z W €Z
podemos escrever

m=X+Y) 2+ X -Y)?2+(Z+W)?2+(Z-W)?



Consideracoes Finais

Neste trabalho foram estudados alguns topicos vistos durante a graduagao, como os
conjuntos de ntmeros naturais e inteiros, a divisibilidade, os niimeros primos e a con-
gruéncia modulo n, e teve como motivagao o Teorema de Minkowski, um fato novo e um
passo a mais dentro da Teoria dos Numeros.

De modo geral, apresentamos neste trabalho um estudo sobre as implicagoes do Teo-
rema de Minkowski para soma de quadrados buscando, através das bibliografias, reunir
de uma maneira mais acessivel os conceitos e definicoes necessarias para a compreensao
dos resultados.

Por fim, o que foi abordado no presente trabalho pode vir a servir como motivagao
para um estudo mais aprofundado e detalhado da Teoria dos Ntumeros e mais especifica-
mente da Geometria dos Niimeros, dando subsidio para o pensamento relativo a padroes

e generalizagoes nesta area da Matemaética, principalmente dentro de uma graduacao.
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